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Po tych zajeciach bedziesz umiat

e opisac binarny kanat symetryczny i powiedziec, co znaczy poziom szumu f

e odrdznié rozwigzanie fizyczne od systemowego — i wskazaé, co kazde kosztuje

e zdekodowad kod powtdrzeniowy gtosowaniem wiekszosciowym i uzasadnié, dlaczego jest optymalne
e zakodowac i zdekodowac kod Hamminga (7,4) metodg syndromu

e wyliczy¢ pojemnosc¢ kanatu C = 1 - H,(f) i powiedzie¢, co obiecuje twierdzenie Shannona

e wyjasnic, dlaczego ,, mniejszy btgd” nie musi oznaczac ,, mniejszej szybkosci”
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Plan zajec

o @ Problem — kanat, ktory przekreca bity

— cztery przyktady, jeden model, jeden wymog liczbowy

@ Kody powtdrzeniowe — najprostszy pomyst i jego cena

@ Kody blokowe — Hamming (7,4) i dekodowanie syndromowe

. @ Twierdzenie Shannona — gdzie lezy granica

e (5) Cwiczenia i co dalej
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,Podstawowym problemem komunikacji jest odtworzenie w
jednym punkcie — dokfadnie albo w przyblizeniu —
komunikatu wybranego w innym punkcie.”

— Claude Shannon (1948) [2] — motto rozdziatu 1 u MacKaya [1]




Problem: kanat, ktory przekreca bity



Kanaty z szumem — cztery przykiady, jeden problem

Kanat Co przez niego przechodzi Czym jest szum

analogowa linia telefoniczna dane cyfrowe miedzy dwoma modemami przestuch z innych linii, znieksztatcenia sprzetu

tacze radiowe Galileo = Ziemia telemetria sondy krazgcej wokét Jowisza promieniowanie tta — ziemskie i kosmiczne

dzielace sie komorki DNA komorki macierzystej do komérek potomnych mutacje i uszkodzenia nici

dysk twardy bity zapisane jako orientacja namagnesowania spontaniczne przemagnesowanie, zaktécenia odczytu,

interferencja sgsiednich bitéw

Dysk pokazuje, ze komunikacja nie musi by¢ przesytaniem w przestrzeni: zapisujemy i czytamy w tym samym miejscu — tylko w innym czasie.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 3 (sekcja 1.1)
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Model: binarny kanat symetryczny (BSC)

Wystano x Odebrano y Prawdopodobienstwo Przy f = 10%

0 0 P(y=0 | x=0)=1-f 0,9 — przeszto poprawnie
0 1 P(y=1 | x=0) =f 0,1 — bit przekrecony

1 1 Ply=1 | x=1)=1-f 0,9 — przeszto poprawnie
1 0 P(y=0 | x=1) =f 0,1 — bit przekrecony

,Symetryczny”, bo prawdopodobiernstwo przekrecenia nie zalezy od tego, czy wystaliSmy zero, czy jedynke. Caty kanat opisuje jedna liczba: f.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 4, rys. 1.4
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[ I 4

Skala wymagania — po co sie w to bawi¢

10% 10 lat 107"

poziom szumu f w naszym przyktadzie: co tyle ma dziata¢ dysk przy 1 GB zapisu i odczytu prawdopodobienstwo btedu bitu, zeby dysk byt
dziesiaty bit przekrecony dziennie uzyteczny
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Dwie drogi do celu

Rozwigzanie fizyczne

Popraw sam kanat, az przestanie sie myli¢:

® pewniejsze podzespoty w uktadach,

® proznia w obudowie — mniej turbulencji pod gtowicg,
» wiekszy obszar magnetyczny na jeden bit,

* mocniejszy sygnat albo chtodzenie (mniej szumu
termicznego).

Kazdy krok podnosi koszt kanatu, a poprawa jest
przyrostowa.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 4-5 (sekcja 1.1)
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Rozwigzanie systemowe

Przyjmij kanat, jaki jest, i dobuduj do niego kodowanie:

¢ koder dodaje do komunikatu nadmiarowos¢,
e dekoder wykorzystuje te znang nadmiarowos¢, aby
odtworzyc¢ i komunikat, i szum.

Jedyny koszt to obliczenia po obu stronach. Ta droga
potrafi zamienic¢ kanat zawodny w kanat niezawodny.



Podziat pracy: co bada teoria informacji, a co teoria kodowania

Teoria informag;ji Teoria kodowania Ten wyktad
Pyta o granice: jaka jest najlepsza mozliwa Pyta o konstrukcje: jak zbudowac koder i Zaczynamy od dolnego konca: dwa proste
skutecznos$¢ korekcji btedéw dla danego dekoder, ktére da sie praktycznie policzyc? kody, policzone do konca.
kanatu?

Odpowiada kodami — takimi jak Hamming, Konczymy gérnym: granicg, ktdrej zaden
Odpowiada twierdzeniami o tym, co BCH, LDPC. kod nie przeskoczy — i ktéra jest znacznie
osiggalne, a co nie. dalej, niz podpowiada intuicja.

Nadmiarowos¢ nie jest marnowaniem miejsca. Jest walutq, ktorg ptacimy za niezawodnos¢ — a twierdzenie Shannona mowi, jaki jest uczciwy kurs.
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Kody powtorzeniowe: najprostszy pomyst



Kod R3 — powtorz kazdy bit trzy razy

Odebrany blok r lloraz wiarygodnosci P(r|s=1) / P(r|s=0) Decyzja § lle gtosow

000 y3 0 3 x zero

001, 010, 100 v 0 2 x zero, 1 x jeden
011, 101, 110 V! 1 1 x zero, 2 x jeden
111 V3 1 3 x jeden

Koder: 0 - 000 i1 - 111. Dekoder: gtosowanie wiekszoSciowe. Oznaczenie: y = (1 - f)/f, czyli 9 przy f = 10%.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 5-6, tab. 1.7 i alg. 1.9
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Dlaczego gtosowanie wiekszosciowe jest optymalne

Rachunek

Dekoder optymalny wybiera s najbardziej prawdopodobne
po zobaczeniu r. Z twierdzenia Bayesa:

P(s | r)=P(r|s)-P(s)/P(r)

Przy zatozeniu, ze 0 i 1 s rownie prawdopodobne a priori,
maksymalizowanie P(s|r) sprowadza sie do
maksymalizowania wiarygodnosci P(r|s).

Kanat dziata na kazdym bicie niezaleznie, wiec iloraz

wiarygodnosci jest iloczynem czynnikow y = (1-f)/f — po
jednym na kazdy gtos.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 6-7, wzory (1.18)—(1.23)
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Whiosek

Skorof< %, toy > 1.

Kazdy gtos na dang hipoteze mnozy jej wiarygodnos¢ przez
v, a kazdy gtos przeciw — dzieli. Wygrywa hipoteza z
wiekszg liczbg gtosow.

Gtosowanie wiekszosciowe nie jest wiec
zdroworozsgdkowym uproszczeniem. Jest dokfadnie tym,
co wychodzi z rachunku prawdopodobienstwa — pod
dwoma jawnymi zatozeniami: kanat jest BSC, a wiadomosci
sg rownie prawdopodobne.
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R3 — bilans

2,8%

prawdopodobienstwo btedu bitu po
dekodowaniu (z 10% przed)

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski

1/3

szybkos¢ kodu: jeden bit informacji na trzy bity
kanatu

3 X

tyle dyskow (albo tyle rachunkéw za telefon)
trzeba zaptacic
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Co doktadnie policzylismy dla R3

e Bfad powstaje, gdy szum przekreci dwa albo trzy bity w bloku trzech
— pb=3f3(1-f) +f=3f2-2f — przy f = 0,1 daje 0,028, czyli 2,8%

Dla matych f wyraz wiodacy to 3f> — btgd spada kwadratowo z poziomem szumu

Zysk: btagd zmalat 3,6-krotnie

Cena: szybkosc spadta trzykrotnie — to nie jest transakcja darmowa

— z trzech zawodnych dyskow 1 GB robimy jeden dysk 1 GB o pb = 0,028

Zrédto: [1] MacKay 2003, zad. 1.2 i rozwiqzanie na s. 16; wartosci przeliczone niezaleznie w kodzie tej prezentacji

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski
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lle powtorzen trzeba, zeby zej$¢ do 107

OS¢ pionowa to dziesietny logarytm prawdopodobienstwa btedu bitu. Kazdy krok w doéf to dziesieciokrotnie mniejszy btad.

0
.;
2 B —
\.

-4 Kody powtdrzeniowe dochodzg do
celu — ale skrajnie drogo.

6 @
R61 daje pb =1,1-107",

-8

Zeby zej$¢ ponizej 107", potrzeba
-10 63 powtdrzen: tyle zawodnych
dyskéw na jeden dobry.

-12
9y Szybkos¢ spada wtedy do 0,016.
[
-16
R1 R3 RS R9 R21 R61

e=@==|0go pb (przy f = 10%)

Wartosci policzone doktadnie ze wzoru pb = % C(N,n) f"(1-f)*(N-n) dla n > N/2. MacKay szacuje przyblizeniem Stirlinga ,, 0kofo 60” powtdrzeri [1], s. 8 i 16 — rachunek doktadny daje 63.
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Kody blokowe: Hamming (7,4)



Zmiana pomystu: nadmiarowosc¢ dla catego bloku

e Kod blokowy zamienia K bitéw zrodta na N bitow kanatu, N > K

e W kodzie liniowym te dodatkowe N - K bitow sg liniowymi funkcjami bitow zréodta — nazywamy je
bitami parzystosci

e Kod Hamminga (7,4): K = 4 bity zrodta - N =7 bitow kanatu, czyli 3 bity parzystosci
e Zapis macierzowy: t = G's w arytmetyce modulo 2 (1 + 1 =0)
— cztery wiersze G to baza czterowymiarowej podprzestrzeni w siedmiowymiarowej przestrzeni binarnej

e Wszystkich stéw kodowych jest 2 = 16, a kazde dwa rdznig sie na co najmniej trzech pozycjach

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski
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Kodowanie: parzystos¢ w kazdym okregu musi by¢ parzysta

Przyktad dla zrodta s = 1000. Cztery bity zrédta wpisujemy w czesci wspdlne, trzy bity parzystosci dopetniamy tak, by w kazdym okregu suma byta parzysta.

TRZY KONTROLE PARZYSTOSCI

= ts=s1+S:+S3

s = 1000

14040 =1>ts = 1
t=1000101

te=S2+53+54 Bity t;...ts to wprost bity zrodta.

0+0+0=0->ts =0
Bity ts, te, t7 to trzy kontrole parzystosci. Kazda
pilnuje innej tréjki bitdow zrédta — i to wtasnie ta

t; = Sy + S5 + Sq réznica pozwoli pdzniej wskaza¢ winowajce.

1+0+0=1->t;=1

Bit s3 lezy w czesci wspdlnej wszystkich trzech okregdw, wiec bierze udziat w kazdej kontroli. Bity parzystosci — w doktadnie jednej.

Zrodto: [1] MacKay 2003, s. 9, rys. 1.13; [3] Hamming 1950 — diagram wykonany samodzielnie
Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Gértowski 19



Dekodowanie: syndrom wskazuje podejrzanego

Wystano t = 1000101, szum przekrecit drugi bit, odebrano r = 1100101. Sprawdzamy parzystos¢ w kazdym okregu.

TRZY KONTROLE PARZYSTOSCI

ts=S1+S,+S3

1+1+0+1 = 3 - nieparzyste,

kontrola naruszona (z; = 1)

te =S2+S3+ S,

1+0+0+0 = 1 - nieparzyste,

kontrola naruszona (z; = 1)
|

t;=S1+S3+S,

1+0+0+1 = 2 - parzyste,
kontrola spetniona (zz = 0)

Syndromz=(1, 1, 0):
dwie pierwsze kontrole naruszone, trzecia w
porzadku.

Pytanie dekodera: czy istnieje doktadnie jeden
bit lezgcy we wszystkich naruszonych okregach i
poza wszystkimi poprawnymi?

Tak — bit r,. Zaden inny pojedynczy bit tego nie
ttumaczy.

Odwracamy r; i odczytujemy s = 1000. Btad
naprawiony.

W?z6r naruszonych i spetnionych kontroli nazywamy syndromem. Formalnie z = Hr, gdzie H = [P | I5] — obliczenie syndromu jest operacjg liniowa.

Zrédto: [lg MacKay 2003, s. 10—11, rys. 1.15j wzor (1.30) _, .
Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Gértowski
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Caty dekoder w jednej tabeli — osiem syndromow

Syndrom z 000 001 010 011 100 101 110 111

Odwroc bit — ry re ra rs r r rs
Trzy kontrole parzystosci dajg 22 = 8 syndromdéw: siedem niezerowych — po jednym na kazdy jednobitowy wzorzec btedu — i jeden zerowy, gdy szumu nie byfo.
Kazdy odebrany wektor siedmiu bitéw jest albo stowem kodowym, albo lezy doktadnie jedno odwrdcenie od stowa kodowego.

Dlatego dekoder optymalny jest tak tani: nie poréwnuje r z szesnastoma stowami kodowymi, lecz liczy trzy bity syndromu i siega do tabeli.

Cena tej prostoty: gdy szum przekreci dwa bity, syndrom wskaze trzeci, niewinny bit — a dekoder go odwrdci. Dwa btedy w bloku zamieniaja
sie po dekodowaniu w trzy.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 11-12, alg. 1.16; tabela odtworzona z wtasnego rachunku syndromoéw macierzy H
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Hamming (7,4) — bilans przy f = 10%

4/7 6,7%

szybkos¢ kodu — wobec 1/3 dla R3 btad bitu po dekodowaniu (rzad wiodgcy 9f?
datby 9%)

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski

15%

btad bloku: dwa lub wiecej bitéw przekrecone w
siédemce
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Poréwnanie: co mozna kupic za jaka cene (f = 10%)

Szybkos$¢ R Biad bitu pb Dyskow na 1 GB Co to znaczy
R1 — bez kodowania 1 0,100 1 co dziesiaty bit btedny — dysk bezuzyteczny
R3 — powtdrz 3x 0,33 0,028 3 btad 3,6x mniejszy, cena 3x wieksza
R5 — powtérz 5x 0,20 8,6:1073 5 im wiecej powtdrzen, tym gorszy interes
Hamming (7,4) 0,57 0,067 1,75 ten sam rzad btedu O(f?) co R3, ale szybko$¢ 4/7 zamiast 1/3
R63 — powt6rz 63x 0,016 3,9-107"® 63 cel 107 osiggniety — kosztem 63 dyskow
granica Shannona do 0,531 dowolnie mate 2 tyle wystarczy, jesli kod jest dostatecznie dobry

Kody BCH — rodzina uogdlniajgca kody Hamminga [4][5] — przesuwajq ten kompromis dalej, ale obraz asymptotyczny wcigz wyglgda ponuro: aby mocno zmniejszyc btqd, trzeba oddawac szybkos¢.

Zrédto: [1] MacKay 2003, s. 13-15, rys. 1.18-1.19; wszystkie wartosci przeliczone niezaleznie w kodzie tej prezentacji
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Twierdzenie Shannona o kanale z szumem



Przekonanie, ktore okazato sie fatszywe

Co sadzono przed 1948

Granica miedzy tym, co osiggalne, a tym, co nie, przechodzi
przez poczatek uktadu wspdtrzednych (R, pb) = (0, 0).

Gdyby tak byto, dgzenie do zerowego btedu wymagatoby
dazenia szybkosci do zera.

Krotko: ,,nie ma zysku bez bolu” — doktadnie to, co
podpowiadajg kody powtdérzeniowe.

Zrédto: [2] Shannon 1948; [1] MacKay 2003, s. 14—16 (sekcja 1.3) — dowdd w rozdziale 10 tej ksigzki
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Co udowodnit Shannon

Granica dotyka osi szybkosci w punkcie niezerowym R = C.

Dla kazdego kanatu istniejg kody pozwalajace
komunikowac sie z dowolnie matym
prawdopodobienstwem btedu przy niezerowej szybkosci.

To twierdzenie o kanale z szumem. Mowi dwie rzeczy
naraz: powyzej pojemnosci niezawodna komunikacja jest
niemozliwa, a ponizej — mozliwa.
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Granica Shannona dla kanatu z f = 10%

Krzywa R = C/(1 - Hy(pb)) dzieli ptaszczyzne: na lewo od niej wszystko jest osiggalne, na prawo — nie. Punkty pokazujg, gdzie lezg kody, ktére wtasnie policzylismy.

mniejszy btad)
A

1
(o]

-10

-12

logio pb (nizej

-14

-16

S

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
szybkos$¢ kodu R (bity Zrédta na bit kanatu)

@ oranica Shannona (C = 0,531) —o—kody powtdrzeniowe R1...R61

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu -

dr inz. Szczepan Gortowski

0,7 0,8

® kod Hamminga (7,4)

0,9

Kody powtdrzeniowe schodzg w
doét po prawie pionowej sciezce:
kupujg maty btad, oddajac
szybkosc.

Granica jest niemal pionowa

dopiero przy R =0,531.

Caty ten pusty obszar miedzy
punktami a krzywga to miejsce na
kody, ktérych w 1948 roku nikt nie
znat — a ktdre istnieja.
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Pojemnosc¢ kanatu — jedna liczba, ktora zmienia wszystko

C =1 - H,(f) 0,531 2 dyski

wzOr na pojemnos¢ binarnego kanatu pojemnos¢ naszego kanatu z f = 10%, w bitach tyle wystarczy zamiast 63, bo 1/2 < 0,53
symetrycznego na uzycie kanatu

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski
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,Jakqg skutecznos¢ chcesz osiggngc? 107"°? Nie potrzebujesz

szescdziesieciu dyskow — wystarczg dwa. A jesli chcesz 107'®
albo 107%4, tez dojdziesz tam dwoma.”

Parafraza wniosku z twierdzenia Shannona, nie autentyczny cytat z Shannona




Podsumowanie

e Kod Hamminga (7,4): trzy bity parzystosci w bloku siedmiu bitéw pozwalajg wykry¢ i naprawié¢ kazdy
pojedynczy btagd w bloku

e Twierdzenie Shannona: informacje mozna przesytac przez kanat z szumem z niezerowg szybkoscig i
dowolnie matym prawdopodobienstwem btedu

e Granicg jest pojemnosc C; dla f = 10% wynosi 0,531 bita na uzycie kanatu
e Twierdzenie jest istnieniowe — mowi, ze dobre kody istniejg, nie podaje ich konstrukcji
— stad dalsza droga: jak mierzy¢ zawartos¢ informac;ji i jak kompresowac dane

e Zastrzezenie samego MacKaya: Shannon dowodzit twierdzenia przez ciggi kodoéw o rosngcej dtugosci
bloku — wymagana dtugos¢ moze przekracza¢ rozmiar naszego dysku

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - dr inz. Szczepan Gortowski 29



Cwiczenia



Do zrobienia — numeracja zadan jak w ksigzce

e 7Zad. 1.2 — pokaz, ze R3 zmniejsza prawdopodobienstwo btedu; policz je dla dowolnego f

e Zad. 1.3 — wyprowadz pb dla RN, wskaz najwiekszy sktadnik sumy i przybliz go wzorem Stirlinga; ile
powtdrzen daje 107'°?

Zad. 1.5 — zdekoduj: (a) 1101011, (b) 0110110, (c) 0100111, (d) 1111111

Zad. 1.6 — pokaz, ze dla kodu (7,4) pB = 21f?, a pb = 9f> w rzedzie wiodgcym

Zad. 1.7 — znajdz wszystkie wektory szumu dajgce syndrom zerowy; ile ich jest?

Zad. 1.10 — kod (7,4) naprawia jeden btad; czy istnieje kod (14,8) naprawiajgcy dwa?

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski

31



Rozwiagzanie zadania 1.5 — do sprawdzenia po zajeciach

Odebrano r Syndrom z Odwroc bit Odczytane s Komentarz

1101011 011 r4 1100 jeden bit zrédta przekrecony — naprawiony

0110110 111 r3 0100 syndrom petny: podejrzany jest bit Srodkowy

0100111 001 r7 0100 przekrecony bit parzystosci — bity zrédta bez zmian
1111111 000 — 1111 to stowo kodowe: syndrom zerowy, dekoder nie rusza nic

Syndromy i wyniki wyliczone w kodzie tej prezentacji z macierzy H, nie przepisane — mozesz je odtworzyc na kartce w dwie minuty.

Zrédto: [1] MacKay 2003, zad. 1.5, s. 13
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Co dalej

e Prawdopodobienstwo, entropia, wnioskowanie: jak w ogdle mierzy¢ zawartos¢ informac;ji
e Kompresja danych: druga strona tej samej monety

Dowodd twierdzenia o kanale z szumem

Kody, ktére naprawde dochodzg do granicy Shannona (LDPC, turbo)

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu - drinz. Szczepan Goértowski
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Gdzie w wyktadzie

podstawa catego
wyktadu

motto - twierdzenie
o kanale z szumem

kod (7,4)
dekodowanie syndromowe

kody BCH

kody BCH

ujecie alternatywne
(lektura uzupetniajgca)

aparat rachunkowy
rozdziatu
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